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Аннотация. Рассмотрены задачи устойчивости для стержней и пластин. Используются 
вариационные формулировки задачи устойчивости. Исследуется положительная определенность 
функционала потенциальной энергии. Выполнен переход от трехмерной задачи устойчивости к 
соответствующим задачам для стержней и пластин.  

Использованы представления перемещений по сечению стержня и толщине пластины для 
геометрически нелинейных задач. Эти представления получены из предположений о равенстве 
нулю деформаций в плоскости сечения стержня или по толщине пластины. Вычислены вторые 
вариации нелинейных деформаций. Выполнено интегрирование по сечению стержня и толщине 
пластины. Применены известные формулы для усилий и уравнения равновесия. Получены 
функционалы устойчивости для стержней и пластин.  

Проведено сравнение с известными ранее результатами. Приведено решение тестовой 
задачи для центрально сжатого консольного стержня с сечением Пи, которая моделировалась 
пластинами. 
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Введение 
Исследование устойчивости конструкций является одним из основных этапов расчета. 

Особого внимания требуют стержневые и пластинчатые элементы. Уравнения для стержней и 
пластин получают из трехмерной задачи, используя представления перемещений по сечению 
стержня и толщине пластины. Применяются гипотезы плоских сечений для стержней [1, 2], прямых 
нормалей для пластин и оболочек [3, 4], методы разложения по малому параметру [5–8] и другие 
асимптотические методы [9, 10, 11]. В работах [12–15] исследуется устойчивость стержней 
переменного сечения. В работах [16, 17] приведены многочисленные примеры ошибок, 
возникающих при расчетах устойчивости. 

 Целью работы является построение представлений перемещений по сечению стержня и 
толщине пластины, обеспечивающих равенство соответствующих элементов нелинейного тензора 
деформаций нулю, переход от трехмерной задачи устойчивости к соответствующим задачам для 
стержней и пластин и вычисление функционалов. 

Обозначения 
Ω  – область, занимаемая конструкцией;  

( )321 ,, xxxx =  – вектор независимых переменных; 

)(xU -вектор – функция перемещений, ( )321 ,, UUUU = ; 

u -вектор – функция перемещений стержня или пластины, ( )321 ,, uuuu = ; 

α -вектор – функция поворотов стержня или пластины, ( )321 ,, αααα = ; 

f  – правая часть, ),,( 321 ffff = ; 

lA,  – сечение и длина стержня, δ  – толщина пластины; 
2d  – вторая вариация; 

ijσ , )(Ueij  – напряжения и нелинейные деформации. 

Предполагается суммирование по повторяющимся индексам. 

Для стержней штрихом обозначаем дифференцирование по 1x . 
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Трехмерная задача устойчивости 
При решении задачи устойчивости недеформированной схемы в линеаризованной 

постановке исследуется [18, 19] положительная определенность функционала:  

( ) )()( UfUbUa ++ , 

где ( )Ua  – функционал работы внутренних сил линейной задачи; 

dxUdfUf ii
2)( ∫

Ω

= ; (1)

dxUedUb ijij )()( 2∫
Ω

= σ ; (2)

2/)////()( jkikijjiij xUxUxUxUUe ∂∂∂∂+∂∂+∂∂= . (3)

В работе [20] показано, что слагаемые 2)/( iiii xU ∂∂σ  в формуле (2) малы по сравнению с 

соответствующими величинами, входящими в ( )Ua , поэтому в дальнейшем они не учитываются. 

Представление перемещений по сечению стержня и  
преобразование функционалов 

Предполагаем, что: 

1) сечение остается плоским; 
2) деформации в плоскости сечения равны нулю, 0)()()( 233322 === UeUeUe ;  

3) линейные по 1321 ,,, αuuu  слагаемые – такие же, как в геометрически линейном случае.  

Из 1) следует, что 

iiii CxBxuxU 32)( ++= . (4)

Из 2) следует, что 

1)1( 2
3

2
2

2
1 =+++ BBB , 1)1( 2

3
2
2

2
1 =+++ CCC , 

0)1()1( 332211 =++++ CBCBCB . 

(5)

Из 3) следует, что 

1
'
21 buB +−= , ,1

'
31 cuC +−=  ,313 bB += α ,212 cC +−= α ,22 bB =  33 cC = . (6)

Подставив (6) в формулу (5) и приравняв нулю квадратичные слагаемые, получим: 

0)(2 2
1

2'
22 =++ αub , 0)(2 2

1
2'

33 =++ αuc , 0'
3

'
232 =++ uubc . (7)

Приравняв нулю кубичные слагаемые, получим: 

022 311
'
2 =+− bbu α , 022 211

'
3 =−− ccu α , 0)( 2311

'
21

'
3 =−+−− bccubu α . (8)

Из (4)–(8) следует представление перемещений по сечению:  

2/)()( 313212233211 αααααα xxxxuxU +++−= ; 

2/2/)()( 323
2

3
2

121322 ααααα xxxuxU ++−−= ; 
2/)(2/)( 2

2
2

133221233 ααααα +−++= xxxuxU , 

(9)

где использованы обозначения 2
'

3 α=− u , 3
'

2 α=u , функции iiu α,  зависят только от 1x . 
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Введем стандартные обозначения для внутренних сил и моментов и внешних моментов [1]: 

dAN
A

ii ∫= 1σ ; 

dAxxM
A
∫ −= )( 1231321 σσ  , dAxM

A
∫= 1132 σ  , dAxM

A
∫−= 1123 σ ; 

dAfxm
A
∫= 132  , dAfxm

A
∫−= 123 . 

Предполагаем, что  

0)( 32233322 =+== ∫∫∫ dAfxfxdAfxdAfx
AAA

. 

Справедливы уравнения равновесия [1]: 

23
'

2 mNM −=−  , 32
'

3 mNM −=+ . (10)

Из (1), (9) получим: 

2/)()( 1213312 dxmmUf
l
∫ −= αααα . 

Дифференцируя формулу (9) с учетом равенств 2
'

3 α=− u , 3
'

2 α=u , получим: 

2/])()()()[()( '
313

'
212

2'
122

2'
13311

2 αααααααα xxxxUed +++−+−= ; 

2/])([)( 212
'

33
'

2312
2 αααααα −−−= xUed ; 

2/])([)( 312
'

33
'

2213
2 αααααα −−= xUed . 

(11)

Интегрируя по сечению и пользуясь уравнениями (10), получим: 

2/])()(22)(

)()(2)(2)([)()(

1
'

213
'

312213312
2
1233322

2
1

2
'

33
'

212
'

133
'

12
2
3

2
21

dxMMmmIMIMrN

MMMNUfUb
l

ααααααααα

αααααααααα

−+−+−+

+−++−+=+ ∫
, (12)

где AIIr /)( 32
2 += ;  

dAxI
A
∫= 2

32 ;  

dAxI
A
∫= 2

23 ; 

2
2
3

2
2332 /)( IdAxxxI

A
∫ += ;  

3
2
3

2
2223 /)( IdAxxxI

A
∫ += .  

Первое слагаемое в (12) – изгиб от сжатия, четвертое – изгиб от кручения, пятое – кручение 
от сжатия, остальные – кручение от изгиба. 

Функционал (12) отличается от приведенного, например, в работе [21] наличием последних 
четырех слагаемых, которые обусловлены квадратичными по поворотам слагаемыми в (9). 

Последние два слагаемых получены другим методом в работе [20].  

Второе слагаемое следует вводить в (12) только для тонкостенных стержней, когда 

функционал ( )Ua  работы внутренних сил содержит под интегралом слагаемое 2
1 )( ″αωEI .  
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Для тонкостенных стержней полагаем [22, 23, 24]: ,, 1
0
3221

0
232

′α+′=α′α+′−=α xuxu  
0
2x , 0

3x  – координаты центра кручения. 

Представление перемещений для пластин и  
преобразование функционалов 

Используется аналогичное (9) представление перемещений по толщине [25]:  

2/)( 3132311 ααα xxuxU ++= ; 

2/)( 3231322 ααα xxuxU +−= ; 

2/)()( 2
2

2
1333 αα +−= xuxU ; 

(13)

функции iiu α,  зависят только от 21 , xx . 

Квадратичные по поворотам слагаемые в (13) обеспечивают равенство 0)(33 =Ue .  

Введем стандартные обозначения для внутренних сил и моментов и внешних моментов [3]: 

3dxN ipip ∫−=
δ

σ , 33 dxxM pqpq ∫−=
δ

σ , 

3132 dxfxm ∫=
δ

, 3231 dxfxm ∫−=
δ

. 

Интегралы берутся по толщине пластины.  

Справедливы уравнения равновесия [3]:  

2311 / mNxM pp −=−∂∂ , 1322 / mNxM pp =−∂∂ . (14)

Из (1) и (13) получим  

2/ dx)()( 21321312 dxmmUf ∫
Ω

−= αααα . 

Дифференцируя (13) с учетом равенств 213123 /,/ αα −=∂∂=∂∂ xuxu , получим: 

2/]/)()//[()( 1313
2

2
2

1131211
2 xxxxxuUed ∂∂++∂∂−∂∂= αααα ; 

2/]/)()//[()( 2323
2

1
2

2232122
2 xxxxxuUed ∂∂++∂∂+∂∂= αααα ; 

2/)]/)(/)(()//(
)//()//)(//[()(

13223132121322

11312223211231112
2

xxxxxxu
xxxuxxxuxxxuUed

∂∂+∂∂++∂∂−∂∂
⋅∂∂−∂∂+∂∂+∂∂∂∂+∂∂=

ααααααα
ααα

; 

2//)( 3112113
2 ααα +∂∂−= xuUed ; 

2//)( 3221223
2 ααα +∂∂= xuUed . 

(15)

Интегрируя по толщине и пользуясь (14), получим: 

2/ dx]/)()(2

//)(2//)(2
)////(

)/()/(//[)()(

213321312

21221211

2212211112

2
2122

2
121133

dxxMmm

xuxMxuxM
xuxuxuxuN

xuNxuNxuxuNUfUb

qppq

pppp

qppq

∂∂−−

+∂∂∂∂−∂∂∂∂
+∂∂∂∂+∂∂∂∂

+∂∂+∂∂+∂∂∂∂=+ ∫
Ω

αααααα

αα
. (16)
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Последнюю сумму можно преобразовать к интегралу по границе. Первая сумма в (16) – 
изгиб от сжатия, три последние – влияние изгиба. Слагаемые, содержащие 3α , следует вводить в 

(16) только в том случае, когда  функционал ( )Ua  работы внутренних сил содержит под 
интегралом слагаемое [26]: 

2
21123 )2/)//(( xuxuG ∂∂−∂∂−αδ . (17)

При использовании метода разложения по малому параметру (толщине) в работах [7, 8] 
слагаемые 

)////()/()/( 2212211112
2

2122
2

1211 xuxuxuxuNxuNxuN ∂∂∂∂+∂∂∂∂+∂∂+∂∂  (18)

приняты малыми. Однако они также существенны. Например, задачи устойчивости центрально 
сжатых стержней с сечениями – Пи, двутавр, Зет и т. д. – можно моделировать и пластинами. Если 
в (16) не учитывать слагаемые (18), критическая сила увеличивается на 30–50%. Наиболее 
характерный пример – стальной консольный стержень с сечением Пи, высота стенок – 96 мм, 
ширина нижних полок –23 мм, ширина верхней полки – 56 мм, толщина стенок и полок – 4 мм. 
Аналитическое решение приведено в работе [27]. При моделировании пластинами с учетом (18) 
первая критическая сила равна 5.77 т. Близкие результаты получены при моделировании 
стержнями и трехмерными элементами. При моделировании пластинами без учета (18) первая 
критическая сила равна 9.11 т. 

Представленные результаты внедрены в программном комплексе ЛИРА10, который широко 
применяется для расчета строительных конструкций. В работе [28] приведены решения тестовых 
задач устойчивости, полученные в ПК ЛИРА10, и сравнение с аналитическими решениями. 

Выводы 
1. Получены представления перемещений по сечению стержня и толщине пластины для 

геометрически нелинейных задач.  

2. Выполнен переход от вариационной постановки трехмерной задачи устойчивости к 
соответствующим задачам для стержней и пластин. 
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Abstract 
The stability problems for bars and plates are considered. Variation formulations are used for the 

stability problems. The positive definiteness of the potential energy functional is studied. The transition 
from the three-dimensional stability problem to the corresponding problems for bars and plates is 
executed.  

Concepts of displacements through the section of bar and plate thickness are used for 
geometrically nonlinear problems. These concepts are derived from the assumptions of the vanishing of 
the strain through the cross-section plane of the bar or the thickness of the plate. The second variations 
of non-linear deformations are calculated. The integration through the cross-section of the bar and plate 
thickness was made, using known formulas for the efforts and the equilibrium equation. The stability 
functionals for bars and plates are obtained.  

Comparing to the results known before is conducted.  A solution to the test problem for the 
centrally compressed cantilever beam with a cross section of Pi, which was modeled by plates, is given. 
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