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При учете взаимодействия сооружения с грунтовым основанием чаще всего используется 
модель винкелерового основания, которая, несмотря на простоту при расчете, не позволяет 
учесть ряд физических эффектов, связанных с инерционными свойствами грунтового основания. 
Модель упругого полупространства лишена этого недостатка, однако вследствие математической 
сложности не позволяет получить аналитическое решение в замкнутом виде за исключением ряда 
частных статических задач.  

При оценке динамического поведения наряду с вышеперечисленными факторами 
необходим также учет волнового уноса энергии от сооружения в бесконечное грунтовое 
основание. Решение этого вопроса усложняется, если, помимо волнового уноса, учитываются 
неоднородно вязкоупругие свойства материала (внутренняя диссипация), сооружения и 
основания. 

Многие существующие модели системы «сооружение – основание» даже в упругом случае 
не позволяют описать динамический процесс уноса энергии в бесконечность. Поэтому для 
бесконечного основания в численных расчетах необходимо использовать неотражающие 
граничные условия на фиктивных (искусственных) границах расчетной области [1, 2]. 

Изученность вопроса 
Существует достаточное количество работ, где предлагается использование неотражающих 

условий на границе конечной области основания. 

В работах [3, 4] для замены бесконечной области основания конечной предлагается 
использовать условия вязкой границы (демпферы) на контуре конечной области. Определена 
оптимальная величина коэффициента вязкости для условий вязкой границы. Исследован процесс 
распространения гармонических сдвиговых волн в бесконечной области. Выявлено уменьшение 
вибраций при установке волновых барьеров в виде канав или стоков. 

Предлагается метод исключения отражений волн от контура рассматриваемой конечной 
области при помощи комбинации граничных условий Дирихле и Неймана [5]. Эти условия 
подбираются таким образом, чтобы полностью исключить отражение волн. 

В работе [6] используются условия, при которых учитывается прохождение волн через 
границу области при решении плоской задачи о распространении волн от штампа, 
расположенного на поверхности полупространства. 

В работах [7, 8, 9] предлагаются поглощающие граничные условия, основанные на 
специальных аппроксимациях скалярного и векторного волновых уравнений. В дальнейшем эти 
условия развиваются для основного класса волновых уравнений, но утверждается, что они трудно 
реализуемы. 

В работе [10] рассматривается задача об осесимметричных колебаниях гибкого кольца, 
лежащего на вязкоупругом слоистом основании. Для приближенного решения задачи под кольцом 
выделяется цилиндрическая область, границы которой излучают энергию во внешнюю среду. 
Анализируются демпфирующие свойства системы при различных частотах возбуждения. 
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Авторами работы [11] рассмотрены неустановившиеся колебания туннеля метрополитена 
при сейсмических воздействиях. Бесконечная область сводится к конечной специальным 
условием на контуре. 

Авторы работы [12] методом конечных элементов решают линейную задачу о 
взаимодействии поверхностной волны Рэлея, распространяющейся в песчаной среде, с жестким 
частично заглубленным в грунт сооружением. При этом авторы подробно обсуждают проблему 
моделирования прохождения волн через воображаемый ограничительный контур. 

Исследуются  колебания, напряженное состояние и устойчивость оснований фундаментов 
под машинами с использованием неотражающих граничных условий для конечной области 
основания [13]. При этом отмечается, что затухание колебаний обусловлено как поглощением 
энергии грунтом, так и оттоком упругих волн от фундамента к основанию. 

В работах [1, 14–18] решаются различные одномерные, плоские и осесимметричные 
динамические задачи для сооружений с основанием с использованием неотражающих граничных 
условий на границе конечной области основания (с учетом волнового уноса энергии). При этом 
используются различные виды неотражающих граничных условий и вязкоупругие свойства 
материала сооружения и основания. 

В работе [19] при решении динамических контактных задач используются условия излучения 
для продольных и поперечных волн в упругом основании. 

В работе [20] рассматривается взаимодействие сооружений АЭС с основанием при 
сейсмических воздействиях с установкой на конечной области основания неотражающих 
граничных условий. 

В работе [21] исследуется эффективность пассивной виброизоляции в вязкоупругом 
основании при гармоническом воздействии, создаваемом поездами метрополитена. При решении 
этой задачи используется постановка задачи, методы решения и условия неотражающей границы, 
приведенные в работе [1].  

В работе [22] построены функционалы для численного анализа диссипативных систем, 
позволяющие учесть гистерезис в грунте и излучение энергии в основании упругими волнами. 
Приведены практические рекомендации по учету динамического взаимодействия фундамента с 
грунтовой толщей. 

Фундаментальная работа [2] посвящена проблеме постановки корректных граничных 
условий на искусственных границах расчетной области, математическому обоснованию, анализу и 
их эффективности при решении конкретных задач. Дан анализ множества опубликованных работ, 
в которых использованы искусственные граничные условия и полученные при этом результаты. 

В работе [23] для численного моделирования сооружений, взаимодействующих с 
основанием при сейсмических воздействиях на границе неоднородного массива грунта 
ограниченных размеров, используются поглощающие граничные условия. Показано существенное 
влияние на НДС неоднородного ограниченного массива грунта с поглощающими граничными 
условиями. 

В работе [24] при решении задачи на динамическое воздействие исключаются волны, 
отраженные от нижней границы условно выделенной конечной подобласти. При таком подходе 
отброшенная часть основания моделируется относительно простой системой, параметры которой 
выбираются из феноменологических свойств основания. 

В работе [25] при оценке динамического поведения конкретных грунтовых плотин 
обсуждается вопрос о необходимости исключения отраженных волн от границы конечной области 
основания, для чего при решении конкретных задач используются специальные условия. 

В работе [26] при разработке и создании деформационного мониторинга инженерных 
сооружений используется расчетная схема «грунтовое основание – фундамент – сооружение» с 
неотражающими условиями на границе конечной области основания. 

В работе [27] для численного моделирования ударного взаимодействия тел с мерзлым 
грунтом используются искусственные неотражающие условия на границах расчетных областей.  
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Для упругого материала n-го элемента системы величины 
~λn  и ~μn  являются константами 

Ламе, для вязкоупругого – интегральными операторами Вольтерра [28]: 
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• соотношения Коши, связывающие компоненты тензора деформации ijε  с компонентами 
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• и один из видов неотражающих условий [1, 2, 14]: 
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Условия (5) обеспечивают прохождение через границы конечной области V5 продольных и 
поперечных волн; условия (7) – волн Рэлея, а условие (6) означает установку вязких демпферов 
на границе конечной области. 

Здесь ur , ijε , ijσ
 

– соответственно, компоненты вектора перемещений { }21,uuu =
r

, 

тензоров деформаций и напряжений; urδ , ijδε
 

– изохронные вариации перемещений и 

деформаций; nρ  – плотность материала n-го элемента системы; f
r

 – вектор массовых сил; p  – 

вектор внешних нагрузок; nn μλ ,
 

– константы Ламе; 
nn

ГГ μλ , – ядра релаксации; ( )tϕ  – 

произвольная функция времени; jν
 
– направляющие косинусы внешней нормали; Rccc ,, 21  – 

скорости распространения продольной волны, поперечной волны и волны Рэлея в 
полупространстве (при учете вязкоупругих свойств материала основания эти величины являются 
комплексными); ijδ  – символ Кронеккера; n=1,2,3,4,5 – нумерация элемента ситстемы; i,j=1,2. 

Рассматриваются собственные, установившиеся и неустановившиеся вынужденные 
колебания неоднородной системы (рис. 1). Все рассматриваемые задачи решаются методом 
конечных элементов (МКЭ) с разбиением области V+V5 на различные типы конечных элементов. 
При решении конкретных задач разделение области V+V5 (рис. 1) на конечные элементы 
осуществляется с учетом конструктивных особенностей и физико-механических свойств 
материала разных частей системы. 
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Методы и алгоритмы решения задачи 
Собственные колебания 

Задача о собственных колебаниях системы (рис. 1) с использованием процедуры МКЭ 
сводится к решению задачи на собственные значения алгебраического уравнения с комплексными 
коэффицентами: 

[ ] [ ] [ ]( ) { } 02 =+− XMCiK ωω . (8)

Здесь [ ]M  – матрица массы; [ ]K  – матрица жесткости и [ ]C  – матрица, учитывающая 

волновой унос энергии через границу конечной области. Элементы матриц ( ijij ck , ) являются 

комплексными величинами, iR iωωω −=   – собственная частота, { }=X { } }{ IR XiX −  – 
собственный вектор.  

В уравнении (8) комплексные матрицы появляются при учете вязкоупругих свойств 
материала и замене интегрального оператора Вольтерра (3) комплексными соотношениями [29, 
30] вида:  
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Рассматриваемая система (рис. 1) даже при учете только упругих свойств материала и при 
использовании условий (5)–(7) является неконсервативной, поэтому собственные частоты и 
формы колебаний (ω  и { }X ) являются комплексными величинами. Действительная часть Rω  
комплексного параметра ω  по своей физической сути является частотой свободных затухающих 
колебаний системы, а мнимая 

I
ω  несет информацию о скорости затухания колебаний и с 

точностью до знака равна коэффициенту демпфирования, являющемуся количественной 
характеристикой скорости затухания колебаний и определяющему диссипативные свойства 
системы в целом. Этим объясняется правомерность употребления термина волновой унос 
энергии через границу конечной области V5. 

Для нахождения корней комплексных алгебраических уравнений (8) разработан 
специальный алгоритм и программный комплекс на ЭВМ [31] с использованием метода Мюллера 
[32], а для определения собственных векторов – метода Гаусса.  
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Установившиеся вынужденные колебания 
При продолжительном гармоническом воздействии начальные условия не влияют на 

движение системы. В этом случае диссипативные свойства системы проявляются главным 
образом в резонансных режимах. В качестве количественной оценки интенсивности 
диссипативных процессов используются резонансные амплитуды перемещений и напряжений. 

При рассмотрении такого движения использование процедуры МКЭ сводит задачу к 
решению системы алгебраических уравнений с комплексными коэффицентами, т. е. 

[ ] [ ] [ ]( ) { } { } { }fFuMCiK +=Ω−Ω− 2
. (12)

Здесь [ ]M , [ ]K , [ ]C  имеют тот же смысл, что и выше; Ω  – заданная действительная 

частота внешнего воздействия; { }X  – вектор искомых комплексных амплитуд; { }f  – 

амплитудный вектор периодического воздействия; { }F  – суммарный вектор внешних нагрузок 
(массовые силы, гидростатическое давление воды и др.). 

При формировании уравнений (12) оператор Вольтерра точно заменяется [30] 
комплексными соотношениями (9) с учетом бесконечного нижнего предела интеграла в (3). 

Алгебраическое уравнение с комплексными коэффициетами (12) решается методом Гаусса. 

Неустановившиеся вынужденные колебания 
При кратковременных динамических воздействиях в системе возникают неустановившиеся 

вынужденные колебания, исследование которых позволяет определить максимальные значения 
перемещений и напряжений сооружения в течение всего процесса воздействия и выявить 
наиболее напряженные участки в системе с учетом различных параметров материала и 
конструктивных особенностей сооружения. 

Для этого случая рассматриваемая задача для системы (рис. 1) с использованием 
процедуры МКЭ сводится к решению системы линейных интегро-дифференциальных уравнений  

[ ] ( ){ } [ ]{ } [ ]{ } { } { } ( )[ ] ( ){ } τττ duKtГtfFtuKtuCtuM
t

∫ −++=++
0

)()()(&&&  (13)

с начальными условиями  

( ){ } { } ( ){ } { }00 v0,0 == uuu & . (14)

Здесь матрицы [M], [K] являются матрицами массы и жесткости системы; [ ]C   – матрица, 

учитывающая волновой унос энергии; ( ){ }tu  – вектор искомых амплитуд перемещений; ( ){ }tf  – 

вектор динамической нагрузки; { }F  – суммарный вектор статических нагрузок (массовых сил, 
гидростатического давления воды и др.). 

Решение системы интегро-дифференциальных уравнений (13) при начальных условиях (14) 
осуществляется методом Ньюмарка [33]. 

Результаты исследований 
Задача 1 

Рассмотрены тестовые задачи по определению собственных частот и амплитудно-
частотных характеристик  продольных вынужденных колебаний вязкоупруго стержня конечной 
длины (с различными условиями закрепления концов) с ядром А.Р. Ржаницына [28] 

1ttAe)t(Г −−= αβ  (15)

и кусочно-однородного полубесконечного упругого стержня [15].  
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В табл. 1 приведены полученные комплексные собственные частоты ( iR iωωω −= ) 
вязкоупругого стержня, где значение действительной части Rω  меньше частоты упругого стержня. 
Почти пропорциональность действительных Rω  и мнимых iω  частей означает слабую 
зависимость логарифмического декремента от частоты собственных колебаний. 

Таблица 1. Собственные частоты вязкоупругого стержня 

Собственные частоты ω =ωR – iωI 

№ собственных частот Точное решение Полученное решение 

ω1 6.4130 – i 0.0336 6.4134 - i 0.0336 

ω2 12.8547- i 0.0628 12.8549 - i 0.0628 

ω3 19.3059 - i 0.0904 19.3082 - i 0.0903 

ω4 25.7628 - i 0.1170 25.7713 - i 0.1170 

ω5 32.2240 - i 0.1430 32.2361 - i 0.1435 

В табл. 2 приведены комплексные собственные частоты кусочно-однородного упругого 
стержня с неотражаюшими границами. Длина стержня 150.0 см; отношение радиусов r1/r2=10.0; 
модули Юнга и плотности составляющих частей E1=E2=10.05 кгс/см2; 2ρ = 2ρ =1.0 кгс* сек2/см4.  

Таблица 2. Собственные частоты упругого кусочно-однородного стержня с 
неотражающими граничными условиями 

Собственные частоты iR iωωω −=  

№ собственных частот Точное решение Полученное решение 

ω1 6.6230 – i 0.0115 6.6237 - i 0.0115 

ω2 13.2461- i 0.0115 13.2483 - i 0.0115 

ω3 19.8692 - i 0.0115 19.8743 - i 0.0115 

ω4 26.4922 - i 0.0115 26.5004 - i 0.0115 

ω5 33.1153 - i 0.0115 33.1329 - i 0.0115 

Исследование установившихся вынужденных колебаний этих стержней при различных 
частотах внешнего воздействия и полученная амплитудно-частотная характеристика потвердили 
выводы связанные с проявлением диссипации.  

Анализ результатов показал, что наличие бесконечной области в упругой колебательной 
системе приводит к возникновению диссипации, связанной с волновым уносом. Действительная 
часть частот собственных колебаний кусочно-однородного полубесконечного стержня совпадает с 
частотами упругого стержня конечной длины с закрепленным концом, а для вязкоупругого стержня 
конечной длины эта частота меньше частоты соответствующих упругих стержней. Диссипация, 
связанная с вязкоупругими свойствами материала, слабо зависит от частоты собственных 
колебаний, а волновой унос энергии в кусочно-однородном полубесконечном упругом стержне 
интенсивнее всего проявляется на первых частотах колебаний. 

Задача 2 
Исследуется решение осесимметричной задачи Лэмба для упругого полупространства с 

установленным на поверхности жестким круглым штампом, совершающим гармонические 
колебания в вертикальном направлении. При решении задачи из полупространства вырезается 
конечная осесимметричная область объемом V5, на границе которой ставится одно из 
неотражающих условий (5)–(7).  

При решении задачи использовались исходные данные [34]: площадь подошвы штампа 
F = 65.6 м2; амплитуда вертикальных колебаний штампа A = 0.85 х 10-3 м; скорость 
распространения поперечных волн в грунте c2 = 100 м/с; отношение скорости продольных волн к 
скорости поперечных волн 3/ 21 ≈cc .  

Экспериментальные данные приводятся в работе [34], где исследуется распространение 
волны в грунте от фундамента молота. 
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Решение уравнения (13) при указанных параметрах выявило, что возникающие в результате 
приложенной нагрузки Р(t) волны создают неравномерное поле перемещений в теле плотины. 
Начало движения каждой точки соответствует времени подхода к ней фронта волны, 
определяемому расстоянием точки от места приложения нагрузки и скоростью распространения 
волны в грунте. Так, начало перемещений гребня плотины соответствует моменту t = 0.36 сек. 
Наибольшей деформации в начале процесса подвергается ближайшая к месту приложения 
нагрузки зона у подножия верхового откоса. По мере прохождения волны при отсутствии 
пластических деформаций подножие откоса с течением времени возвращается в исходное 
положение.  

На рис. 3 показаны изолинии распределения горизонтальных перемещений в сечении 
плотины в различные моменты времени. Волна от источника, находящегося в относительной 
близости от подошвы плотины, проходя по основанию, сначала вызывает смещение подножия 
верхнего откоса (рис. 3, а), а со временем охватывает более удаленные области сооружения 
(рис. 3, б, в, г). При этом нижняя область верхового откоса, ограниченная изолинией «1», в 
результате дифракции волны на стыке основания с откосом остается неподвижной. Изолиния с 
таким же индексом на нижнем откосе (рис. 3, б) соответствует положению фронта волны, перед 
которым находится невозмущенная (на момент t = 0.46 сек) область плотины (правая часть 
рисунка). В последующие моменты возмущение от нагрузки Р(t) полностью охватывает тело 
плотины, и распределение горизонтальных перемещений в ней представлено изолиниями 
(рис. 3, а–г). После прохождения волны деформированное состояние плотины постепенно 
стабилизируется за счет учитываемой в грунте вязкости. 

Величины горизонтальных перемещений на изолиниях (рис. 3) увеличиваются с равным 
интервалом 0.005 м от 0.0 м – на изолинии «1». Максимальные перемещения составляют 0.042 м 
и наблюдаются в области, ограниченной линией с индексом «9», на самой же линии перемещения 
составляют 0,04 м.  

a)  б)  

 

в)  г) 

  

Рисунок 3. Изолинии распределения горизонтальных перемещений (м) в сечении плотины в 
различные моменты времени t: а) 0.2 сек; б) 0.32 сек; в) 0.52 сек; г) 0.6 сек  

Напряженное состояние плотины, представленное главными напряжениями σ1 в различные 
моменты времени: в начале, в середине и в конце процесса, показано на рис. 4. Размерность 
напряжений – МПа. 

В начальный момент в плотине деформируется нижняя часть верхового откоса, где 
возникает зона растяжения с положительными напряжениями σ1 (линия «2» на рис. 4, а), которая в 
дальнейшем, по мере прохождении волны, распространяется вверх по откосу (рис. 4, б, в) и на 
всю внутреннюю область плотины (рис. 4, в, г). Величина напряжений σ1 на изолиниях (рис. 4) 
меняется с одинаковым шагом 0.05 МПа: от 0.0 МПа на линии «1» до 0.3 МПа на линии «6». 
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а) б) 

 
 

в) г) 

 
 

Рисунок 4. Изолинии распределения главных напряжений σ1 в сечении плотины в различные 
моменты времени t: а) 0.2 сек; б) 0.32 сек; в) 0.52 сек; г) 0.6 сек 

Максимальные касательные напряжения (σ12) возникают на поверхности верхового откоса 
(рис. 5): сначала у его подножия, а в дальнейшем по всей высоте, что чревато возможностью 
возникновения оползня на откосе (рис. 5).  

а) б) 

  
в) г) 

  
Рисунок 5. Изолинии распределения касательных напряжений σ12 в сечении плотины в 

различные моменты t: а) 0.2 сек; б) 0.32 сек; в) 0.52 сек; г) 0.6 сек 

Величина напряжений σ12 на изолиниях (рис. 5) меняется с шагом ±0.025 МПа от 0.0 МПа на 
линии «5» до ±0.1 МПа на линиях «1» и «9». 

Заключение 
1. Разработаны математическая постановка, методы и алгоритмы оценки динамического 

поведения неоднородных вязкоупругих систем «сооружение – основание» с учетом неотражающих 
условий на границе конечной области основания. 

2. Решение модельных задач выявило: 

• слабую зависимость диссипации энергии в системе с вязкоупругими свойствами 
материала от частоты собственных колебаний;  

• зависимость волнового уноса энергии от основных собственных частот колебаний 
системы; 
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• что использование неотражающих условий на границе конечной области основания 
позволяет избавиться от несуществующих резонансов при вынужденных колебаниях 
искусственно ограниченной системы. 

3. Исследование динамического поведения неоднородной вязкоупругой системы «плотина – 
основание» с неотражающими границами при кратковременном интенсивном воздействии в 
основании показало, что: 

• максимальные главные напряжения σ1, возникающие в нижней части верхового откоса, 
постепенно распространяются на весь откос и центральную область плотины; 

• максимальные главные напряжения σ2 достигаются вблизи подножия плотины и по мере 
распространения волны перемещаются вдоль основания непосредственно за фронтом 
волны; 

• максимальные значения касательных напряжений σ12 достигаются на поверхности 
верхового откоса сначала у подножия плотины, затем по всей поверхности откоса. 
В центре плотины касательные напряжения отсутствуют; 

• в период прохождения волны в плотине нарушается симметричная картина напряженного 
состояния, вызванная статическим воздействием гравитационных сил, при этом 
возникает несинхронное движение его частей, затухающее за счет вязкоупругих свойств 
материала системы.  
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Abstract 
Detailed review of the problem of wave removal of energy through the border of finite area of a 

foundation is given in the paper. Variation statement, methods and algorithms of solution of different 
dynamic problems for viscous-elastic system with account of non-reflective conditions on the border of 
finite foundation are given. The possibility to use non-reflective conditions is shown in tests problems. 

Dynamic behavior of heterogeneous viscous-elastic system ”dam – foundation” is studied under 
short-time intensive load subjected to the foundation. Weak dependence of energy dissipation in a 
system with hereditary viscous-elastic properties of material on the frequency of natural oscillations, as 
well as dependence of wave removal of energy on principal natural frequencies of system oscillations are 
revealed.  

In investigation of steady forced oscillations, the possibility of application of finite region of 
foundation is shown when non-reflective conditions are absent on the border and in exclusive cases only, 
when the frequency of external effect differs from artificial natural oscillations of discussed finite region; 
whereas the presence of non-reflective conditions on the border of finite region permits to avoid artificial 
resonance, unavailable in reality. 
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