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Традиционный подход в вариационной постановке задачи нелинейного деформирования 
стержней заключается в использовании вариационного уравнения в виде принципа возможных 
перемещений [1-17]. В настоящей работе на примере плоской задачи показывается, что с 
использованием энергетически сопряженных векторов усилий и деформаций [18] вариационную 
задачу можно сформулировать в виде задачи поиска точки стационарности функционала типа 
Лагранжа. При этом появляется возможность двумя способами получить уравнения устойчивости: 
как уравнения в вариациях для исходной дифференциальной постановки и как уравнения Эйлера 
для второй вариации функционала Лагранжа. 

Постановка задачи 
Рассматривается общая геометрически нелинейная теория упругих стержней, в которой 

учитываются деформации изгиба, сдвига и растяжения-сжатия, а на величины перемещений и 
поворотов не накладывается никаких ограничений. В плоской задаче каждая точка такого стержня 
обладает тремя степенями свободы – двумя поступательными и одной вращательной. 

Выберем в качестве отсчетной ненапряженной конфигурации (ОК) первоначально 
прямолинейного стержня его расположение вдоль оси Х правой декартовой системы координат 
X,Y,Z (рис. 1а) с ортами i, j, k соответственно.  В ОК положение каждой точки стержня задается 
координатой х0, 0 ≤ х0  ≤ L, где L – исходная длина стержня. 

 

Рисунок 1а. Отсчетная ненапряженная конфигурация стержня (ОК) 

Далее будет использоваться материальное (лагранжево) описание, в котором все 
характеристики напряженно-деформированного состояния зависят от переменной х0, причем (…)’  
будет обозначать производную по х0. 

В теории Коссера – Тимошенко с каждой точкой стержня связан репер (правая 
ортонормированная тройка векторов), векторы которого в ОК обозначим Di . Для первоначально 
прямолинейного без естественного закручивания стержня можно принять, что вектор D1 направлен 
по оси стержня, векторы D2, D3 – по главным центральным осям инерции сечения (рис. 1а), причем 
Di = const (х0), D1 = i , D2 = j. 
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Рисунок 1б. Актуальная (деформированная) конфигурация  стержня (АК) 

На рис. 1б изображена актуальная (деформированная) конфигурация стержня (АК). 
Положение каждой точки стержня в АК задается вектором  

r(х0) = x (х0) i  + y (х0) j. 

Векторы репера в повернутом положении обозначены  

di = di (х0), 

причем вектор d1 не обязан совпадать с вектором t, единичным вектором, касательным к оси 
стержня в АК. В плоской задаче поворот репера определяется вектором  

Ф (х0) = φ (х0) k. 

Функции  x (х0), y (х0), φ (х0) представляют собой три степени свободы в плоской задаче 
геометрически нелинейного деформирования стержня. 

Истинные векторы усилий в АК в плоской задаче: 

f(x0) = N(x0) d1 + Q(x0) d2,  M(x0) = M(x0) k, 

соответствующие им векторы деформаций:  

e(x0) = r’ - P·r0’ , ψ(x0) = φ’ k , 

где N – продольная сила; Q – перерезыващая сила; M – изгибающий момент; r0 = x0i – радиус-
вектор точек стержня в ОК; точкой обозначается скалярное произведение; Р(х0) – тензор поворота, 
задающий поворот отсчетного репера Di в актуальный репер di: di = P · Di; матричное 

представление тензора поворота в плоской задаче: Р= 






 



cossin

sincos
; обратный поворот из АК 

в ОК задается транспонированным тензором PT.  

В работе [18] показано, что при использовании отсчетного описания удобнее использовать 
повернутые из АК в ОК векторы усилий и деформаций: F = PT · f, E = PT · e (повернутые векторы 
моментов и изгибных деформаций в плоской задаче совпадают с истинными). Повернутые 
векторы усилий и деформаций являются энергетически сопряженными в смысле следующего 
определения [18]:  

  MEFW , 

где W=W(E, ψ) – линейная плотность энергии деформации упругого (в том числе и нелинейно-
упругого) стержня, точкой сверху обозначена производная по времени. 

Повернутые векторы усилий и деформаций в плоской задаче: 

F(x0) = N(x0) i + Q(x0) j  ,  M(x0) = M(x0) k , 

E(x0) = ε i + Г j , ψ(x0) = ψ k = φ’ k. 

Выражения для компонент деформаций ε, Г через функции x (х0), y (х0), φ (х0)  приведены 
далее. 

Постановка геометрически нелинейной задачи для физически линейного стержня состоит из 
трех групп уравнений (1) – (3). 
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Уравнения равновесия: 
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где qx, qy, m – распределенные силовые и моментная нагрузки соответственно.     

Геометрические уравнения: 
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Физические уравнения: 
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где k1 , k2 , k3 – жесткости стержня на растяжение-сжатие, сдвиг и изгиб соответственно. 

Граничные условия: 
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Граничные условия (4) и (5) соответствуют схеме, приведенной на рис. 2. 

 

Рисунок 2. Расчетная схема стержня 

Подразумеваем, что в уравнениях (4) – (5) внутренние усилия выражены через x, y, φ с 
помощью  уравнений (2), (3). 
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Соответствующие (1) – (3) уравнения в вариациях [19]: 
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Для получения уравнений (6) в исходных уравнениях (1) – (3) искомым функциям давалось 
приращение, зависящее от параметра α, и затем вычислялось значение производной по α в точке 
α=0.  

В уравнениях (6) h1, h2, f – вариации координат x, y и угла поворота φ соответственно; N, Q, 
M, ε, Г, ψ – соответствующие h1, h2, f вариации внутренних усилий и деформаций. 

Величинами с чертой в формуле (6) и в дальнейшем обозначаются характеристики 
напряженно-деформированного состояния, удовлетворяющие системе уравнений (1) – (5). То есть 
это характеристики того равновесного напряженно-деформированного состояния, устойчивость 
которого исследуется. 

Вариационная формулировка статической задачи 
Функционал Лагранжа: 
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Первая вариация функционала: 
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Подразумеваем, что внутренние усилия M, Q, N выражены через x, y, φ с помощью  
уравнений (2), (3). 

Решением вариационной задачи являются функции x, y, φ такие, что δП=0 при любых 
функциях h1, h2, f, удовлетворяющих главным граничным условиям исходной задачи (1) – (5), то 
есть 
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Интегрируя выражение (8) по частям и учитывая условия (9), можно показать, что 
уравнениями Эйлера вариационной задачи П→СТАЦ являются уравнения (1), в которых 
внутренние усилия выражены через x, y, φ. 
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Вариационная формулировка задачи устойчивости 
Вторая вариация функционала: 
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Уравнения устойчивости являются уравнениями Эйлера  вариационной задачи Ф→СТАЦ 
[19]. Найдем первую вариацию функционала Ф: 
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После интегрирования по частям: 
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Уравнениями Эйлера, вытекающими из условия δФ=0 при любых функциях d1, d2, g, которые 
удовлетворяют главным граничным условиям исходной задачи (1) – (5), являются следующие: 
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Учитывая, что величины с чертой удовлетворяют уравнениям (1), уравнения (14) можно 
привести к виду (6). То есть уравнения в вариациях для исходной нелинейной системы уравнений 
совпадают с уравнениями Эйлера для вариационной задачи Ф→СТАЦ, где Ф – вторая вариация 
функционала Лагранжа (7) [19]. 

Таким образом, уравнения (6) или (14) являются точными уравнениями задачи устойчивости 
равновесия стержня для плоской задачи. 
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Подчеркнем, что полученная система уравнений устойчивости (6) является точной. При ее 
выводе не делалось никаких упрощающих предположений о величинах перемещений и углов 
поворота, а также о характере напряженно-деформированного состояния стержня. 

Пример решения задачи устойчивости равновесия 
Рассмотрим в качестве примера стержень, представленный на рис. 2. 

Исходная равновесная конфигурация – прямолинейная, действует только сжимающая сила. 

В обозначении известных нам величин заменим черту на индекс 0, лагранжеву координату 
будем обозначать х. 

Для данного примера: 
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Таким образом, уравнения устойчивости (6) запишутся в виде: 
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(15)

Для удобства применим стандартные обозначения для вариаций: 

 fvhuh ,, 21 . 

Тогда, для однородного стержня, жесткости которого не зависят от х, получим 
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В полученной системе (16) первое уравнение описывает продольные деформации и не 
зависит от второго и третьего уравнений. Следовательно,  устойчивость проверяется только из 
второго и третьего уравнений. 

Из третьего уравнения (16):
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После подстановки во второе уравнение получим: 

02   , (17)

где 

32

1
2

2

1

kk

P
k

P
kP 





















 . 
(18)

Решение уравнения (17) имеет вид: 

321 cossin)( cxcxcx   . 

Подставив данное решение в уравнение, полученное из третьего уравнения (16), и 
проинтегрировав его, получим: 
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Определим произвольные постоянные, используя граничные условия 
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Используя условия (19), получим: 
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Рассматриваем решение уравнения sinλL=0: 

nL  , где n=1,2,3…. 

Подставим значение λ в выражение (18): 
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Отсюда получим единственное положительное значение P: 
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Критическое (наименьшее) значение силы Р достигается при n=1. 
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где Pэ – сила Эйлера [20], равная 
2

3
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э
L

k
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 .

 

Решение (21) представляет собой точное решение задачи устойчивости шарнирно опертого 
стержня с учетом жесткостей на растяжение-сжатие, сдвиг и изгиб. Далее рассмотрим частные 
случаи. 

Рассмотрим случай большой жесткости на растяжение-сжатие:   
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Решение (22) представляет собой точное решение задачи устойчивости шарнирно опертого 
стержня  с учетом жесткостей на сдвиг и изгиб. 

Рассмотрим случай большой жесткости на сдвиг: .0
k

1

2



 

Раскладывая подкоренное выражение из формулы (22) в ряд и учитывая слагаемые первого 
и второго порядка малости, получим: 
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Окончательно,  
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Решение (23) с точностью до малых второго порядка совпадает с известным приближенным 
решением Энгессера [20]: 
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(24)

Раскладывая подкоренное выражение из формулы (22) в ряд и учитывая слагаемые только 
первого порядка малости, получим: 
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Таким образом, если 0
1

1


k
 и ,0

1

2


k
 то из решения (21), согласно формуле (25), получим 

классическое решение Эйлера. 
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Чтобы оценить погрешность формулы Энгессера (24), выразим (22) и (24) в безразмерных 

коэффициентах 
2k

Pэ  и построим графики для обеих формул. В качестве примера (рисунок 3) 

приведены графики для стойки длиной 3м, выполненной из колонного двутавра 20К1 (высота 
двутавра h = 195 мм, ширина полки в = 200 мм, площадь сечения А = 52.820 см2, минимальный 
момент инерции Jz = 1334 см4 , жесткость на сдвиг k2 = 507.072·106 Н, сила Эйлера 
Pэ = 3.067 · 106 Н). Вертикальная линия соответствует пятипроцентной разнице между точным 
значением (22) и значением, полученным по формуле Энгессера (24). Значения, расположенные 
левее линии, соответствуют разнице менее 5%, расположенные правее, соответственно, более. 
Таким образом, можно сделать вывод, что формула Энгессера дает заниженное значение 
критической нагрузки, что наглядно отображено на графике. 

 

Рисунок 3. Влияние жесткости на сдвиг на величину критической нагрузки для точного 
решения и для решения по формуле Энгессера 

Выводы 
1. С использованием энергетически сопряженных векторов внутренних усилий и 

деформаций приведена постановка статических задач геометрически нелинейного 
деформирования плоских упругих стержней в виде системы дифференциальных уравнений. 

2. Приведено выражение для функционала типа Лагранжа вариационной постановки 
статических задач геометрически нелинейного деформирования плоских стержней. 

3. Для гладких решений доказана эквивалентность вариационной и дифференциальной 
постановок задач. 

4. Двумя способами получены уравнения плоских задач устойчивости равновесия: как 
уравнения в вариациях для исходной системы дифференциальных уравнений и как уравнения 
Эйлера для второй вариации функционала Лагранжа. 

5. Для шарнирно опертого стержня получено точное решение задачи устойчивости 
равновесия с учетом жесткостей на изгиб, сдвиг и растяжение-сжатие. 

6. Проведено исследование погрешности известной формулы Энгессера, позволяющей 
приближенно учесть влияние сдвиговой жесткости на величину критической силы. Показано, что 
формула Энгессера дает заниженное значение критической силы по сравнению с точным 
решением. 
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Abstract 
This article deals with nonlinear two-dimensional problem of the theory of elastic Cosserat-

Timoshenko rods in the material (Lagrangian) description with energy conjugate stress and deformation 
vectors.  

Equivalence of the differential and variational formulations of the problem was proved for smooth 
solutions. The expression for the second variation of the Lagrangian functional was derived. The 
differential equations for the stability problem were obtained from the second variation of the Lagrangian 
functional. Two types of equation of plane problems of stability of equilibrium are obtained: variational 
equations for initial system of differential equations and Euler equations for the second variation of the 
Lagrangian functional. 

Exact solution of the stability problem accounting for the deformations of bending, shear and 
tension-compression was obtained for the pivotally supported rod. 
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